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Endlichkeit und Unendlichkeit bestimmter Integrale. 


§• 1 . 

Integrale, deren Endlichkeit und Unendlichkeit durch eine ähnliche 
Eigenschaft ihrer Bahnlänge bedingt ist. 


Es sei z = x-j-iy eine complexe Veränderliche, und \p(z) 
eine complexe Function derselben, in welcher aber x 
und y nicht blos in der Verbindung x-fiy vorzukom- 
men brauchen. In der Ebene der z (Ebene der rechtwink- 
ligen Coordinaten x, y) beschreibe der Punkt z vom 
Punkte z 0 aus eine stetige Linie L von der Beschaffen- 
heit, dass \f/ (z) auf ihr überall endlich , bestimmt und 
eindeutig bleibt, nachdem man unter den verschiedenen 
Anfangswerthen, welche für \^(z c ) etwa zulässig sind, 
einen bestimmten ausgewählt hat. Die Länge der von 
z=z 0 bis z=z gemessenen Linie Lseis, und q der Rich- 
tungswinkel des zunächst folgenden Linienelements ds, 
also : dz = ds . e 1 ? . 

Verzeichnet man die Werthe des Integrals 
v}' (z) dz = ¥ (z) =P. eiV 


«/*o 

auf dem Integrationswege L in einer andern Ebene, in- 

1 * 


i 


dem man die reellen Bestandteile von W(z) zu recht- 
winkligen Coordiuaten, also P und ¥ zu polaren Coor- 
dinaten nimmt, so beschreibt der Punkt W(z) unter der 
oben gemachten Voraussetzung einen vom Nullpunkte 
ausgehenden stetigen Zug, die „Bahn" des Integrals. 
Die Lange, welche diese Balm im Punkte '^(z) erlangt 
hat, heisse S, und Z sei der Richtungswinkel des zu- 
nächst folgenden Elements dS derselben; also (z) 
= dS. e*>z. 

Bezeichnet man noch -^(z) — p. e«^, so ergiebt sich 
zunächst: 

dS . c*» z = ^ (z) dz =pds. e '(* -f- p) , 

das ist: 

(1) dS — pds, Z^-2k'7r = -v}/-j- p; 

und ferner, w.eil einerseits 

d. 1¥ (z) — d. lP + idW, 

andererseits 

d ra.- v, (*)d* 4-fa)dz p de 
a l *-~ ¥ (z) - >^(2) — P e W ‘ ? ' 

ist: 


dP 


( 2 ) 


dä = pcos(>H-p— 1 F)=pcos(Z— W), 


t- = Esin(^+p— W)= L sin (Z— V). 


da 


Indem wir vorläufig nur je die erste der Gleichungen 
(l) und (2) verwenden, erhalten wir: 

(3) dP = dS . cos(Z — '•?), 

eine Relation, welche übrigens durch rein geometrische 
Betrachtung leicht verificirt wird, dä*Z — ¥ den Rich- 
tungswinkel des Bahnelements dS darstellt, wenn man 
den A T ector P als Axe der Polareoordinaten annimmt. 
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Setzen wir jetzt voraus, dass dieser Winkel Z — 'V 
= XI sieh einer bestimmten Grenze nähert, wenn S 
wächst, und dass der Cosinus derselben nicht verschwin- 
det, so folgt aus (3), indem P' und S' zwei einander 
entsprechende Werthe sind, von denen S' hinreichend 
gross angenommen wurde: 

P— P' = C.(S-S'), 

wobei man noch unter C einen Mittelwerth der] Werthe 
von cos XI zwischen den Grenzen S = S' und S=S zu 
verstehn hat, also einen Werth, welcher von Lim. cos XI 
sehr wenig abweicht. 

Bei einem positiven C werden daher S und P nicht 
nur zugleich, sondern auch von gleicher Ordnung unend- 
lich, da 

T • D P* p 

mm. — — Li m = C Lim. cos 11 

o =oo IS — -V S 

erhalten wird. Bei einem negativen C aber kann P, 
mithin auch S, überhaupt nicht unendlich werden, weil 
in diesem Falle die von P / an abnehmende*) positive 
Grosse P sich höchstens bis P— o vermindern kann. 

Bewahrt ferner cos XI von einer gewissen Stelle ab 
nur sein Vorzeichen, ohne sich einer bestimmten Grenze 
zu nähern, so bleibt die Gleichung P — P' = C(S — S') 
ebenfalls bestehen, weshalb auch hier P und S zugleich 

P 

endlich und unendlich sind, nur dass Lim . g eine zwar 

endliche aber unbestimmte Grösse wird. 

Von verschiedener Ordnung des Unendlichen können 
• Lim. P und Lim. S mithin nur dann werden, wenn bei 


*) dP ist dann nach Gl. (3) negativ. 
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unaufhörlicher Verlängerung der Bahn S der Winkel fl 
immer wieder von Neuem = \ (2k + 1) n wird oder sich 
einer solchen Grenze nähert. 

Beachtet man noch, dass aus (1) 


S = 


pds = 


mod. (\^(z)dz) 


« 7*0 


folgt, so ergiebt sich der folgende 

Lehrsatz. 

Auf einem Integralionswege L, welcher in einem 
nicht singulären Punkte z 0 der Function (z) beginnt, 
auch nicht durch einen solchen hindurchführt , aber in 
einem endlichen singulären oder in einem unendlich ent- 
fernten Punkte z — cl endigt, sind die Integrale 

¥(a) = jT (z) dz , mod . (\J/ (z) dz) 

zugleich endlich oder von gleicher Ordnung unendlich, 
wenn nur cos fl von einer gewissen Stelle an sein Vor- 
zeichen nicht ändert , nicht verschwindet und sich nicht 
der Null als Grenze nähert. LI bedeutet hier den Rich- 
tungswinkel der wachsenden Bahn von ¥ (z) gegen den 
Vector derselben als der jedesmaligen Axenrichtung . 
Nähert sich COS fl einer bestimmten Grenze , so ist diese 
auch das Verhältniss der obigen Integrale bei unendlich 
grossem Werthe derselben. 

Zusatz. 

Ist jf mod. (v|/(z)dz) eine bestimmte endliche Grösse, 

f“ 

so gilt dieses auch vom Integral I \|/(z)dz. — Denn man 

Jz o 
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kann z auf L so nahe au a annehmen, dass die Inte- 


grale 


jT mod . (\f/ (z) dz) , £ mod. (\J/(z)dz) 


sieh unendlich wenig von einander unterscheiden; dann 
gilt aber auch ein Gleiches von den Integralen 


Indem über \}/(z) die im letzten Satze eingegange- 
nen Voraussetzungen beibehalten werden, sei eine an- 
dere Function <p(z) so beschaffen, dass auf dem Inte- 
grationswege L zwischen z = z' und z = a überall mit 
Einschluss dieser Punkte 


gefunden werde. Dann folgt aus dem Begriff des In- 
tegrals 


Ist nun das rechts stehende Integral eine bestimmte 
endliche Grösse, so ist auch das links stehende endlich; 
und da dieses für Lim. z' = a mit jenem zugleich ver- 
schwindet, so hat 



von denen das erste endlich und bestimmt ist. 






mod. (( p (i) dz) = f mod. ((p (z) dz) 4* . f 


mod. (Cp (z) dz) 


a 
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einen bestimmten endlichen Werth. Daher gilt ein Glei- 
ches von dem Integral J (p (*) dz. 

Ist aber das rechts stehende Integral der obigen 
Scala unendlich gross, so ist es das links stehende 
sicher von keiner höheren Ordnung, weil der Quotient 
beider ^ c erhalten wird; und kann man in diesem 
Falle z' so nahe an <x annehmen, dass c beliebig klein 
wird, so ist das linke Integral ersichtlicher Weise von 
einer niedrigeren Ordnung. Da das Integral 


4>(z)= ' 


(p(z)dz 


J* o 

von keiner höheren Ordnung unendlich werden kann, 


als die durch 


mod.((p(z)dz) ausgedrückte Länge sei- 


Jz 


ner Bahn, und ¥(z) mit seiner Bahnlänge von gleich 
hoher Ordnung ist, so ist daher die Ordnung von 4>(a) 

nicht höher, als die von ¥(a) und, falls Lim.$fö==o 

'W 2 ) 

sein sollte, sicher niedriger. 

Setzen wir ferner 

Lim.ffi( z ) 
z = a\^(z) 

voraus, wo c eine bestimmte endliche, im Allgemeinen 
complexe Grösse bedeutet, so lässt sich (p( z) = c\J/(z) 
-j-^(z).\}/(z) darstellen, in welchem Ausdrucke jut(z) für 
z=a verschwindet. Integrirt man diese Gleichung längs 
des Weges L, so erhält man 


d>(a) = c.'F(a)-|- 


H(z)\Kz)dz. 


t. *c 


V 
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Wendet man nun die so eben gefundenen Resultate 
auf das letzte Integral der rechten Seite an, so ergiebt 
sich, dass es mit ¥(a) zugleich endlich und bestimmt 
ist, und falls ¥(a) unendlich sein sollte , nur von einer 
niedrigeren Ordnung unendlich sein kann, weil das 
Grenz verhältniss der integrirten Function zu \}/(z) durch 
ausgedrückt wird. 

Ergiebt sich endlich für z =a ein völlig unbestimm- 

( p( z ) 

ter oder unendlicher Werth des Bruches so lässt 

W) 

sich von ¥(a) auf d>(a) nicht schliessen, wenn nicht 
etwa im letzten Falle die Bahn von d>(z) eine ähnliche 
Eigenschaft besitzt, wie die über die Bahn von ¥(z) 
vorausgesetzte. Dann erhält man aber das Resultat durch 
Umkehrung des ersten Falles. 

Daher der 

Lehrsatz. 

Entspricht bei der Function \^(z) dein Integrations- 


^(z)dz— 


ivege L eine Bahn des Integrals J \^(z)dz='F(z) , wel- 
che von einer gewissen Stelle an gegen ihren Vcctor 
nirgends , auch nicht in der Grenzrichtung , rechtwinklig 
gerichtet ist , so wie nicht mehr umkehrt ^ während von 
der Function (p(z) nur bekannt ist , dass sie auf demsel- 
ben Inlegraiionswege überall mit etwaiger Ausnahme des 
Endpunktes a endlich und bestimmt bleibt , so ist das In- 

f* 

iegral d>(a)= I Cp(z) dz 

1) endlich und bestimmt , wenn dieses von *F(a) gilt , 
<£(z) 


und zugleich 


\js(z) 


einen bestimmten oder unbestimmten 


endlichen Grenzwerth für Z—ck besitzt ; 
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2) von einer gleich hohen oder von einer niedrige- 
ren Ordnung des Unendlichen , als ¥(a) , je nachdem 

der Grosse \ ein bestimmter endlicher, nicht vor* 

Z = a\J/(z) 

schwindender Werth oder der Werth Null zukommt; 

3) von einer höheren Ordnung des Unendlichen , 
wenn jener Grenzwerth unendlich gross ist t und die Bahn 
von <I>(z) ähnliche Eigenschaften besitzt , wie die von 

'f'(z)- 

In allen übrigen Fällen ist die Beurteilung von 
4>(a) vermittelst des angewandten Princips unausführbar. 

§• 3. 

Substitution besonderer Functionen für \},(z). 


Da im Fall eines endlichen a jede Function f(z) 
durch die Substitution z=a-f-z' in eine Function von 
z' mit denselben Eigenschaften verwandelt wird, welche 
f(z) besitzt, indem nur die z- Fläche um ein endliches 
Stück verschoben wurde, so thut es der Allgemeinheit 
keinen Eintrag, wenn wir der grösseren Bequemlichkeit 
wegen von jetzt ab anuehmen, dass der Integrationsweg 
L von z=z 0 aus entweder zu einem singulären Punkte 
z=o führe oder ins Unendliche verlaufe. 

Indem wir nun die Bezeichnung 

l°z=z, l r z=lz, l 2 z=l. l l z,..., lnz=I.l»— lz 
einführen, setzen wir 


^( Z )“l°z l*z l 2 z...l»z 
und erhalten wegen der Identität 

d. loz 


\}/(z)dz= 


(l»z) l-l-e 


durch Integration 


\ 
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1) für £=o ; 

¥(z) =1«-Hz — l n "Hz 0 ; 

2) für £^o : 

' i 'W=— 7 1 (l n i)~ e — ( 1 %)— *J- 

Um festzustellen, bei welchen Integrationswegen 
L die Bahnen von ^(z) in der Nähe -von z=o und z=co 
den oben geforderten Bedingungen genügen, beginnen 
wir mit der Betrachtung von lz. 

Zu dem Zwecke seien r und p die polaren Coordi- 
naten des Integrationsweges L, und w der Ablenkungs- 
winkel desselben im Punkte z gegen die Richtung sei- 
nes Vectors r; also (vgl. §. 1 (2)): 

z=re ! >, tngt«=j-j£. 

Dann sind Ir und q die rechtwinkligen Coordinaten des 
Punktes lz=lr-[-i^; mithin co zugleich der Richtungs- 
winkel der Bahn L' von lz in diesem Punkte. Beziehen 
sich ferner r p', in ähnlicher Weise auf diese, wie 
r, tu auf L, so hat man daher: 

% 

u/-)-2k tc=cv — p ', tng£>'= r' 2 = (lr) 2 +^> 2 - 

/ 

Die letzte dieser Gleichungen zunächst zeigt an, 
dass die Bahn L' von lz jederzeit ins Unendliche ver- 
läuft, wenn z unendlich gross oder unendlich klein wird ; , 
und die vorletzte, dass lz nur dann eine sich um den 
Nullpunkt windende Spirale beschreiben kann, wenn der 
Weg L wiederholt den mit dem Radius 1 um z=o be- 
schriebenen Kreis schneidet. In der Nähe von z=o und 
von z=oo bleibt daher L' immer auf einer Seite der 
imaginären Axe; und diese ist die positive bei unend- 


/ 
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lieh grossem z ; die negative bei unendlich kleinem z, 
weil cosp' gleiches Vorzeichen mit Ir besitzt. 

Nehmen wir an, p bleibe endlich, d. h. der Weg L 
winde sich nicht unendlich oft nach einerlei Richtung 
um den Punkt z=o; oder wenn dieses geschieht, so 
sei die Ordnung des Unendlichen von p wenigstens nie- 
driger, als die von lr. Dann wird Lim. p'=o oder =tt, , 
d. i. der Vector r 7 erlangt immer genauer die Richtung 
der reellen Axe. Wird aber p von gleicher Ordnung 
unendlich, wie lr, so weicht die Grenzriehtung des Vectors 
r' entweder um einen bestimmten Winkel von der reellen 
Axe ab oder sehwankt zwischen zwei bestimmten Grenz- 
lagen. Wird p von höherer Ordnung unendlich, als lr, 
so giebt die imaginäre Axe die Grenzrichtung des Vec- 
tors an. Ist endlich der Werth von Lim.-— völlig un- 
bestimmt, so lässt sich auch über die Grenzrichtung 
von r* Nichts ausmachen. — Da die drei letzten Fälle 
Integrationswegen L entsprechen, welche entweder nur 

i , \ 

ausnahmsweise (Spiralen mit Windungen von unendli- 
cher Anzahl) oder nie (Wege mit unbestimmtem Ver- 
lauf) Vorkommen, so wollen wir uns mit ihnen hier 
nicht weiter befassen, als es nebenher ohne Aufenthalt 
geschehen kann. 

. ✓ 

Was schliesslich den Winkel tu betrifft, welcher 
naeh den obigen Gleichungen einen hervorragenden Ein- 
fluss auf den Werth von tu' ausübt, indem jede Verän- 
derung des ersteren eine gleich grosse Veränderung des 
letzteren zur Folge hat — man vergleiche a. a. 0. Ri e- 
mann über die Functionen von x-|-iy — so crgiebt sich 
zwar ans einem bestimmten Grenzwerthe von tu ein 
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gleicher Grenzwerth von (aus 


Lim.-^£-=C 

d.lr 


leitet man 


Lim. ab), aber nicht umgekehrt. Während man 

also Lim. cos w / = Lim. cos (w — p')= 1, d. i. die Richtung 
der Bahn L' von h im Unendlichen mit der Richtung 
ihres Yectors r' zusammenfallend erhält, wenn der Ab- 
lenkungswinkel w des Weges L gegen seinen Yector r 
sich einer bestimmten Grenze nähert, so wird eine be- 
stimmte Grenzrichtung des Yectors r' (welche durch 


einen bestimmten Grenzwerth von bedingt ist) kei- 
neswegs in Frage gestellt, wenn nur der Weg L im 
Grossen und Ganzen dem soeben besprochenen Laufe 
folgt. Nennen wir diesen den Hauptweg, so giebt es 
mithin unendlich viele Nebenwege, welche sich jenem 
mehr oder weniger eng anschliessen und hierbei Gestal- 
ten der verschiedensten Art (Schleifen, Spitzen u. s. w.) 
besitzen dürfen , ohne den Grenzwerth von $>' zu alte- 
riren. Weichen diese Nebenwege schliesslich in jedem 
ihrer Punkte von der Richtung, welche der Hauptweg 
von da an einschlagen würde, höchstens um spitze Win- 
kel ab, bilden also u. A. keine Schleifen mehr, so bleibt 
dann cos cu'= cos (cu — g>') positiv, ohne zu verschwinden. 


In diesem Falle, welcher alle in der Praxis jemals 
benutzten Integrationswege umfassen dürfte, genügt mit- 
hin die Balm von h den Ansprüchen , welche oben an 
die Bahn von ‘‘F(z) gestellt wurden. 

Es mag noch hinzugefügt werden, dass der Haupt- 

integrationsweg , dessen Gleichung tilg p' = ^ oder 
r=e? cot ? ' i8tf 

je nach dem Grenzwerthe von q * in eiue 
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logarithmische Spirale oder in eine gerade Linie aus- 
läuffc. 

Ueber den Verlauf der Functionen \\ l 3 z,... bleibt 
wenig zu bemerken übrig, da die Wege von l n z und 
ln-j-lz dieselbe Beziehung zu einander haben, wie die- 
jenigen von lz und z. Genügt daher lz der über^z) ge- 
machten Bedingung, so geschieht dieses in höherem 
Grade durch lnz, mithin auch durch den besondern 
Werth, welchen W(z) nrunserm Falle hat. 

Um sich von der Richtigkeit des zidetzt Behaupte- 
ten zu überzeugen, genügt die Bemerkung, dass der 

Richtungswinkel von — |~(lnz) * sich einem bestimmten 

Grenzwerthe nähert, wenn dieses von dem Richtungs- 
winkel der Function l n z gilt, und dass es frei steht, den 

Richtungswinkel von — ~(l nz o)~ fi durch geeignete An- 

£ 

nähme von z c in L jenem Grenzwerthe beliebig genau 
gleich zu machen. Dadurch nähert man aber den Win- 
kel fl der Null. 

Das Resultat dieser Untersuchung in Verbindung 
mit dem in §. 2 bewiesenen Satze lässt sich folgender- 
massen aussprechen. 


Lehrsatz. 

Geht der Integrationsweg des Integrals ( z ) 
= I (p(z)dz, auf welchem z entweder sich einem endli - 

chen singulären Punkte von (£>(z) nähert , der dann der 
Punkt z — 0 sein soll , oder in's Unendliche verläuft , 
schliesslich in seinen Vector oder in eine um z = o ge- 
wundene logarithmische Spirale über , oder unterscheidet 
seine Richtung sich von der Richtung solcher Wege 


s 
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schliesslich höchstens um spitze Winkel* *), so erlangt 
das Integral #(z) auf ihm einen bestimmten endlichen 
. Werth , wenn für irgend eine Nummer n und für ein po- 
sitives £ . 

Lim. z 1 1 2 i . . . (lnz) 1-H <J) (z) — E 
eine bestimmte oder unbestimmte endliche Grösse ist . 
Wird E für o endlich und bestimmt aber nicht ~ o, 
so. tvird Lim.^(z) von derselben Ordnung unendlich , wie 
Lim.(l»z)— £ ; und geschieht jenes für s = o, wobei E auch 
die Bedeutung E = Lim. l°z . (p (z) haben darf , so werden 
*00 un( l l n 4~lz von gleicher Ordnung unendlich . Wird 
endlich E unendlich gross , und weicht die Bahn des In- 
tegrals 4>(z) von ihren Vectorcn schliesslich höchstens 
um spitze Winkel ab **) , so ist die Ordnung des Unend- 
lichen von Lim.$(z) höher t als diejenige von Lim.(l n- H^z 
oder von Lim.(l«z)~" £ . 

Zusatz. 

Bedeutet p. eine beliebige positive Grösse und C ei- 
nen bestimmten endlichen Werth mit Ausschluss der Null , 
so ist 

t 

1) <I>(o) endlich und bestimmt für ^^.zl—/x(p( z ) = c oder 

= 0 , unendlich für Lim.zi+/^(p(z)==C ; 

2) 4>(oo) endlich und bestimmt für z L^'zl— yu <p(z) = C, 

oder =o, unendlich für Lim. zl— p(p(z)=C. 

* 

4 

*) Ist Q(t) eine Function von x-f-iy im Sinne Ricmann’s, so 
dürfen unendlich viele Schleifen Vorkommen , weil längs jeder der- 
selben yip(z)d z~o ist, 

«. 

Dies geschieht u. A. stets, wenn der Richtungswinkel 
($>-H) von $(z)dz sich einer bestimmten Grenze nähert. 
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— Die Richtigkeit hiervon ergiebt sich sofort, wenn 
man berücksichtigt, dass aus der Relation Lim.! 1 *^.“^») 
=C folgt: 

Lim. z(lz ) (p (z)=CLim. z + ^(lz) i + 8 . 

In den Werken von D u r e g e und von Neumanu 
über Riemann’s Theorie der Functionen einer complexen 
Veränderlichen und der Abelschen Functionen findet 
man eine grossere Anzahl von Beispielen aus dem Be- 
reiche der elliptischen und der Abel’schen Integrale zu 
einem Satze, von welchem der obige als eine Verallge- 
meinerung angesehen werden kann. Da jene Auctoren 
von anderen Interessen geleitet werden, so berücksich- 
tigen sie u. A. den Fall nicht, dass (f>(z) in dem singu- 
lären Punkte z = a je nach der Annäherungsrichtuhg 
verschiedene Werthe annimmt oder völlig unbestimmt 
wird. Es sei lins deshalb vergönnt, ein Beispiel dieser 
Art anzuführen. 

Die Gammafunction wird durch die Gleichung 


definirt, indem der positive Theil der reellen Axe der 
z- Fläche als Integrationsweg gilt. Hier bedürfen beide 
Endpunkte desselben der Untersuchung. Da 


für jedes u; aber nur für die u mit einem positiven 
reellen Theil, welchen Werth man auch für n annehmen 
mag, 

Lim. zl J z . . . (1» z) 1 — { — « . z u— 1 e— » endlich, nehmlich = o, 
z=o , 

wird, dagegen bei den u mit einem verschwindenden 



Lim. l i +rz u ~ i e~ z = 
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oder negativen reellen Theile entweder völlig unbestimmt 
oder unendlich ist, so hat r(u) einen bestimmten end- 
lichen Werth für alle u, deren reeller Theil positiv ist, 
während der Werth von r(u) für alle übrigen u unbe- 
stimmt bleibt. Nur dass diese Function für alle rein ne- 
gativen u unendlich gross ist, geht aus dem Obigen noch 

hervor, weil dann Lim. zlz. zu— 1 q—z = — . <x wird. 

z=o 

Verliefe der Integrationsweg in anderer Richtung ins 
Unendliche, z. B. in der Richtung der imaginären Axe, 
so könnte r(u) für jeden Werth von u unbestimmt oder, 
wie im letzten Falle, unendlich sein. 

§• 4 . 

Graduirung der Functionen 

^ = lllzl 2 *... (I«z)i+« 

für verschiedene Werthe von n und von e. 

Da 

(1) (z, n+1, —1) \}/ (z, n, o) 

ist, so erhalten wir alle für die Anwendung wichtigen 
Fälle, indem wir den absoluten Werth von s stets klei- 
ner als 1 annehmen. — Der grösseren Deutlichkeit we- 
gen werde in den folgenden Scalen dieser absolute Werth 
selbst durch s bezeichnet. 

Die Scalen, welche aus Lim. z« (lz) p = o, (c^o) ohne 

• z~o 

Schwierigkeit folgen, gelten, wo nicht Anderes ausdrück- 
lich angemerkt ist, sowohl für z= o, wie für z=oo, und 
sollen ausdrücken, dass bei der Division eines Gliedes 
durch das folgende ein unendlich grosser Modul des 
Quotienten erhalten wird. In diesem Sinne ist : 

2 
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— IS — 

(2) 'y 0,n,— t) > \Ki,n,o) -f £), 

(.3) -y (t, n, o) > vj/ (/., 11 -fl. — t') ^\J/(*,n+l,0) 

> 'r'( I .“ + 1, + *0 ^ + (Mb + £) , 

( 4 ) t >>}/(*,n,+s), 

C 'J' (*,n, + £> ^ —• bei i = o, 

& ] 1 

C ^ (*>n>±*) > ^PJ 7 bei 1 = 00 . 

Die Ordnung, von welcher \J^(o) unendlich gross, 
oder Vf'(oo) unendlich klein wird, weicht, wie aus der 
Verbindung von (4) und (5) hervorgeht, unendlich wenig 
von der ersten Ordnung ab; und zwar ist sie in dem 
ersten Falle niedriger, im zweiten dagegen höher, als 
die erste. Eine zunächst niedrigere Ordnung des Unend- 
lichgrossen im ersten Falle, und eine zunächst höhere 
Ordnung des Unendlichkleinen im zweiten Falle lässt 
sich durch einen Exponenten nicht angeben , da jeder 
Exponent darin zu weit geht. 

Da man ferner nach den obigen Relationen, (1) bis 

(3) , eine stetige Folge von Functionen erhält, wenn man, 
mit 'KM, 1) = * beginnend, in ^(z,l,s) zunächst s 
von s = — 1 bis £ — o wachsen lässt, dann die erhaltene 
*(*, l,o) mit der identischen ^(z,2, — 1) vertauscht, in 
^ 0,2,s) wieder s von s = — 1 bis s = o wachsen lässt 
und in der angegebenen Weise fortfährt, eine stetige 

Folge von Functionen, welche von immer niedrigerer 

* * 

Ordnung unendlich gross werden*), so entsteht die Frage, 
ob man durch Vergrösserung von n zu einer Grenzfunc- 
tion ^(i, oo , f) gelangen kann. 

*) Das Uncndlichklcine wird liier als negativ UnemUichgros&cs 
aufgefasst. 
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tionswegen das Integral 4>(z) für Lim. 


Die hier aufgeworfene Frage ist von einiger Wich- 
tigkeit, weil auf allen im vorigen § gestatteten Integra- 

ftO) __ 

^(z,00, o) 

endlich und bestimmt, für Lim. ■ ? = C und C nicht 

*(*, °°»o) 

= o unendlich gross sein müsste. 

Wir werden uns im folgenden § mit ihrer Beant- 
wortung beschäftigen. 

8 - 5 - 

Lehrsatz I. 

Es giebt für keinen Integrationsweg eine Function 
aJ/ (z) von solcher Beschaffenheit , dass das Integral 

P z • 

(p (z) dz in seinem Endpunkte einen bestimmten end- 
lichen oder einen unendlich grossen Werth erlangt , je 

y 

nachdem Lim. — verschwindet oder einen von Null 

* 0 ) 

verschiedenen endlichen bestimmten Werth besitzt. 

Beweis. Gäbe es eine solche Function ^ (z), so 


müsste Lim. Wz) 


—Lim. I V 

Jz o 


»^(z)dz unendlich sein, weil, 

wenn man Cp( z) = ^(z) setzt, Lim. =z 1 eine nicht 
verschwindende bestimmte Grösse ist. 

Das Integral (z) der Function <p (z) .= 
müsste daher endlich bleiben, weil 

T . (P(Z) -T . 1 

Lun ‘ = Lim - W) = 0 

wird, während es doch den Werth 

2 * 
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besitzt , welcher mit W ( z ) zugleich - in s Unendliche 
wachst. — Daher ist der Satz richtig. 

Die in den §§. 2. und 3 entwickelten Satze sind 
ebenso, wie dieser, bekannten Sätzen aus der Theorie 
der Reihen mit lauter positiven Gliedern nachgebildet; 
ein Unternehmen, zu dem die Aufforderung bei der % 
nahen Verwandtschaft der Reihen mit bestimmten In- 
tegralen ziemlich nahe lag. 

Der letzte Satz, welcher einem von Abel zuerst be- 
wiesenen Satze entspricht, entscheidet aber die Frage, 
ob die Trennung aller Functionen <p(z) mit endlich blei- 
benden Integralen von den sich entgegengesetzt verhal- 
tenden durch ihr Verhältniss zu einer einzigen Function 
'r'(z) möglich sei, noch nicht völlig, da er nur ausmacht, 
dass es keine Function giebt, deren Integral von einer 
niedrigeren Ordnung unendlich würde, als alle übrigen 
Integrale. Die fragliche Trennung könnte nehmlich mög- 
licher Weise durch eine Function ^(z) geschehen, deren 
Integral endlich bleibt. Wir beweisen deshalb noch den 
folgenden 


Lehrsatz II. 

Es giebt für keinen Integrationsiveg eine solche 
Function ^ (z), dass das Integral <f> (z) in seinem End- 
punkte endlich oder unendlich wird , je nachdem Lim. ^7— 

't' (0 

endlich oder unendlich ist. 


Beweis. Da, <f)(z)=4(z) gesetzt, Lim. =1 ist, 
so hätte Lim. (/) einen bestimmten endlichen Werth 
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W. Dagegen musste das Integral <J>(z) der Function 

(¥(z)_ y) [l(W(i) — W)]f+< - i0 ) 

unendlich werden, weil hier 


T • (£/(z) 

Lun. — ^ = 

*0) 


ao 


wird. Es erlangt aber den endlichen Werth 
Lira. <1> (7.) = i [ 1 (W (i 0 >— ¥) ]“'• 

Zusatz I. 


Durch unendliche Ver grosser ung von n geht aus 
^(z) = [zIzPz ... (l n z)t+t] * nicht eine in der Nähe von 
z = 0 oder z = 00 bestimmte stetige Function hervor. 
— Denn durch ^ (z, ao, 0 ) würde die als unthunlich er- 
wiesene Trennung bewirkt werden. 

Zusatz II. 

Wenn auf einem , in dem Lehrsatz des §.3 gestatte- 
ten , Wege die Function (f> (z) überhaupt von einer be- 
stimmten Ordnung unendlich gross oder klein wird, und 
die Richtung der Bahn des Integrals <l>(z) von der ihres 
Veclors schliesslich höchstens um spitze Winkel abweicht , 
so kann man n immer so gross annehmen , dass durch 
den Gegenwerth von zlz l a z . . . (l»z)l-f-e (p(i) über die End- 
lichkeit oder Unendlichkeit von Lim. <b(z) entschieden 
wird. 

— Denn sonst müsste (p (z) die nicht existirende 
Grenzfunction sein. 


- §• 6w 

Endliche Integrale mit unendlich langer Balm» 

Ebenso, wie unendliche Reihen convergiren oder 
zwischen endlichen Grenzen oscilliren können, während 
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die Reihe der Moduln ihrer Glieder divergirt, kann auch 
Lim. ¥(z) bei unendlicher Länge der Bahn dieses Inte- 
grals endlich sein. Dass alle Sätze über solche Reihen 

f 

ein Analogon in der Theorie der bestimmten Integrale 
finden, braucht kaum erst erwähnt zu werden, da die 
Wahrheit dieser Behauptung auf der Hand liegt. Wir 
hegen jedoch nicht die Absicht, sie hier im Einzelnen 
durchzugehen, sondern beschränken uns auf einen Satz, 
welcher ohne grosse Schwierigkeit anwendbar ist und 
wegen seiner Grundlagen ein allgemeineres Interesse zu 
verdienen scheint. 

Indem wir im Uebrigen die in §. 1 eingeführte Be- 
zeichnung beibehalten, sei noch =p'e i 4'' der Diffe- 
rentialquotient von ^(z) auf dem Wege L der Veränder- 
lichen z = x + iy,*) tu der Ablenkungswinkel der Bahn 
von gegen ihren Vector p, R und r die mit den 
Vorzeichen von dZ und d$> behafteten Krümmungsradien 
der Bahnen von *^(z) und z. 


jn i 

Dann ist bekanntlich R = ^ > r = ; folglich, 

weil aus den Gleichungen (1) und (2) des §. 1 

dZ=d'H-dp, d't' = £ sin(\|/'-|- 5 > — \|/)ds=— sin w . ds , 

P P 


dS = pds folgt : 

i i. j d+ , I! 

E p ( d s ' r j 


1| p' . , 1 

P 2 Pr 

Diese Gleichung für den Krümmungsradius R der 
Bahn des Integrals ^(z) vereinfacht sich noch, wenn der 


*) \^'( z ) ist bekanntlich nur dann von der Richtung des Weges 
L unabhängig, wenn x und y nicht anders, als in der Verbindung 
x iy Vorkommen. 


N 
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Integrationsweg eine gerade Linie ist, da dann das letzte 
Glied der rechten Seite wegen des unendlich grossen 

Werthes von r verschwindet *). Der Coeflicient 

P 

des ersten Gliedes aber ist der Modul des Difterential- 
quotienten von , also leicht zu finden. Zur Berech- 
nung von co endlich hat man die aus §. 1 (2) hervor- 

d 4* 

gehende, bereits mehrfach citirte, Relation tngcy=-g^* 

Hier handelt es sich aber blos um den Grenzwerth 
dieser Grössen, was die Anwendung erleichtert. Es ist 
nehmlich ersichtlich, dass eine sich stetig verlängernde 
Linie, die Balm von ''F(z), in einem endlichen Gebiete 
bleibt, wenn ihr Krümmungsradius R sich einem be- 
stimmten Grenzwerthe nähert, und dass sie sich einem 
bestimmten Grenzpunkte nähert, wenn Lim.R = o ist. — 
Daher der 

Lehrsatz. 

Wenn auf dem von z beschriebenen Wege 

1 1 fd*. l|_p' . , 1 

5 = T-* J-T- + — 1 — H Sin cy 4 - — 

R p |ds r) p J 1 pr 

ins Unendliche nächst, so erlangt das Integral 

V (z) =14' (z) dz 
J*o 

auf ihm einen bestimmten endlichen Werth , mag die Länge 


S: 


mod. (\j/(z) dz) seiner Bahn unendlich gross werden. 


*) 3Ian rechnet dann am bequemsten nach der Formet 

B = ' 

d* 


2i 


oder nicht. Bei unendlicher Bahnlänge wird 'F(z) unend- 
lich oder unbestimmt endlich , je nachdem ft sich der Null 
oder einer von ihr verschiedenen , bestimmten , endlichen 
Grenze nähert. 


Zu 8 atz. 


Läuft der Integrationsweg des Integrals 



eine grade Linie aus , so hat dieses stets einen bestimm- 
ten endlichen JFerth , wenn der Modul p der Function 

d* 

\f/(z)=pe«^ sich der Null nähert , und Lim. ^ nicht ver- 
schwindet. 


Man bemerke hierbei , dass ds = mod. dz bedeutet. 
— Obgleich dieser Zusatz in der Forderung des schliess- 
lich graden Weges weiter geht, als nöthig wäre, da nur 

Lim. nicht verschwinden darf, wenn man die 

ds 

Ordnung des Verschwindens von p unberücksichtigt las- 
sen will, möchte er doch in der obigen Fassung die 
häufigste Anwendung finden. Zum Zwecke der Entsehei- 
düng bei einem endlichen Endpunkte z — a des Integra- 
tionsweges braucht man nur vorher zu sub- 

stituiren. 

Uebrigens zeigt bei gradlinigem integrationswege 
die Gestalt der Balm von ^(z) unmittelbar an, ob die 
Sätze dieses § Anwendung finden können, da sie wegen 

d-4, 

der Bedingung Lim. ^ ^ o eine Spirale sein muss. 

Beispiele. 

I. Wenn der Integrationsweg des Integrals 
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eiclm zdz 
1°Z l'z . . . 1“Z * 


wo m und n irgend welche Nummern mit Einschluss 
der Null, und c eine nicht verschwindende, reelle Con- 
stante bedeutet, in dem positiven Theile der Axe der x 
liegt (z = x+i.o) und nicht im Nullpunkte beginnt, so 
ist W(<x> ) endlich und bestimmt, unbestimmt endlich, un- 
endlich, je nachdem m — l<n, m — l=n, m — l>n ist. 
Denn man findet 

t> _ pds _ pdz _ Pzr* . . . l™-l z *) 

~~ d *<r / “ d ^ cPzl'z . . A n z 


(Für 1— iz musste man hier den Werth 1 setzen). — Da 
für m — l = n constant R = i gefunden wird, so ist in 
diesem Falle die Bahn des Integrals W(z) eine unend- 
lich oft zu durchlaufende Kreislinie mit dem erwähnten 
Radius; ein Resultat, dessen directe Bestätigung durch 
Entwickelung des Integrals übrigens nicht schwer fällt. 

II. Das Integral 

roc e icz 

JL t di * 


längs des positiven Theils der Axe der x von z c >-o an 
genommen, hat für c^o und k>»o einen * bestimmten 

endlichen Werth , weil für z = cc der Modul p = — 


verschwindet, 

(Zus.). 


d^ _ d.cz 
ds “ dz 


= c aber nicht verschwindet 


*) Der Zusatz lässt sich hier nicht verwenden, weil 

dj' _ d.cl™ z c 

ds ~ dz l°z l'z . . . Im— 1 z 

für z = oo verschwindet — Die Entscheidung: durch §.3 herbeizu- 
fuhren, geht deshalb nicht an, weil cos XI unendlich oft verschwindet 
oder die Null zum Grenzwerth hat. 
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§• 7 . 


Digression über die Convergenz und Divergenz der Reihen. 


Es sei <J>(z) eine Function, welche mit der stetigen 
Function \f/(z) in den Punkten z 0 , z„ z 2 , z 3 ,..., zn des 
gemeinschaftlichen Integration weges gleiche Werthe be- 
sitzt, zwischen je zwei auf einander folgenden Punkten 
Zn— 1, z n aber den Werth (p( z)=-^(zn— l) beibehält. Unter 
dieser Voraussetzung ist 


r z n 


p(i)d*=(*,— ZoHW+O.— ; 'i)'K*i)+--K*n— »n-O+Ou-l) 
eine Summe, welche nach dem Begriffe des bestimmten 


Integrals sich dem Grenzwerthe I ^(z)dz nähert, wenn. 


ß 


z n = z gesetzt, n ins Unendliche wächst, und zugleich 
alle Differenzen zm — zm—i sich der Null nähern. 

Demnach ist es immer möglich, die Differenzen 
zm — im— i so klein anzunehmen, dass die unendliche 


J -co reo 

(p(z)dz und das Integral I 'Kzjdz zugleich ei- 
z 0 J z ° 

nen bestimmten endlichen, oder einen unbestimmten, 

oder einen unendlichen Werth besitzen. Wie gross aber 

jene Differenzen genommen werden dürfen, damit diese 

Uebereinstimmung in der Beschaffenheit der Reihe und 

des Integrals noch Statt finde, dafür ist es bisher nicht 

gelungen, ein völlig allgemeines Kennzeichen aufzufin- 

den, obwohl die grössten Analysten, wie Cauchy und 

Gau ss, die — wenn auch etwas anders gestellte — 

Frage behandelt haben. 

Unter Rücksichtnahme auf besondere Eigenthüm- 
lichkeiten einer Function ^(z) ist jedoch eine grössere 
Anzahl wichtiger Sätze abgeleitet worden. Sie sind, 


V 
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wenn man über ^(z) dieselbe Annahme wie im §. 2 und 
§. 3 macht, grossentheils in den dortigen Sätzen ent- 
halten, welche auch für die so eben besprochene unend- 
liche Reihe 

J^(f)(z)dz=(i, — *o) 't'(*o)+C I a— *») +(*»)+ C*s—H) • 'K'a) +••• 

gelten, weil die Stetigkeit der Function (p(z ) nicht zur 
Voraussetzung gehörte. 

Die Vertheilung der Punkte z c , z„ z a , ... über den 
Integrationsweg ist hierbei in unserm Fall völlig gleich- 
gültig, nur dass sie sich nicht alle im Endlichen befin- 
den, weil sonst <p(c o ) von ^(co ) um eine endliche Grösse 
verschieden wäre. 

Haben die Differenzen (zj — z 0 ),(z a — z,),... sämmtlieh 
einerlei Werth , so erscheint die Reihe in der häufiger 
betrachteten Gestalt 

( z i — z o) | v K z o)+'K z i)+*4'( z a) + — j; 

und war die reelle Axe Integra tio ns weg ^ z 0 =o und 
z, = l, in der gebräuchlichsten 

*(o) +*(*)+ *(2) + *(3) + ...., . 
in welcher ihre Convergenz nach §. 3 von der Endlich- 
keit des Ausdrucks Lim. PkPkPk... (l n k>l+*\f/(k) ab- 

k=oo 

hängt, wie auch sonst hinreichend bekannt ist. 

Die Ableitung der einzelnen Sätze über die Con- 
vergenz der Reihen aus der obigen Theorie an diesem 
Orte vorzunehmen, dürfen wir uns um so mehr ent- 
schlagen, als sie auf der Hand liegt. Es sei nur noch 
verstattet, zu erwähnen, dass ein bemerkenswerther Satz 
über die Convergenz von Reihen, deren Modulnreike 


t 
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nicht convergirt — bei denen I ^(z)d* bei unendlicher 

Jzo 

Bahnlänge endlich ist — in der Weise aufgefasst wer- 
den kann, als drucke die Reihe einen Näherungswerth 
der im §. 6 betrachteten Gattung von Integralen aus. 
Dies ist der Satz, dass die Reihe mit dem allgemeinen 
Gliede pne«^n convergirt, wenn die Differenz Yn+l — 'l'n 
von einer gewissen Stelle an constant, aber nicht =o, 
ist, und pn fortwährend bis zum Verschwinden abnimmt; 
dass sie aber oscillirt oder divergirt, wenn unter der- 
selben Voraussetzung über -4-n der Modul pn schliesslich 
constant >-0 oder unendlich gross wird. Von der Rich- 
tigkeit dieses Satzes uberzeugt man sich am anschau- 
lichsten durch geometrische Construction der Summe. 
Deim im ersten Falle liegen alle Punkte, durch welche 
n=n 

S = 2 p n ei^ n für n=n+l, n-j-2, n-f-3,... dargestellt 

n n=l 

wird, in der Fläche eines Kreises, welcher durch die 
beiden Punkte Sn— i, Sn hindurchgeht und den Radius 


Rn =; 


pn 


, —7— = C. pn besitzt, d. i. eines Krei- 

ses, dessen Fläche für n=x> verschwindet. (Jeder fol- 
gende Kreis mit dem Radius Rn+i berührt den vor- 
hergehenden im Punkte S n von innen.) Im zweiten Falle 
liegen alle lolgenden Punkte Sn auf der Peripherie ei- 
nes einzigen Kreises, im dritten Fall endlich ausserhalb 
einer stets wachsenden Kreisfläche, welche sich über 
das ganze endliche Gebiet ausdehnt. — Die Erweite- 
rung, welcher dieser Satz fähig ist, mag hier unerwähnt 
bleiben. 
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Integration längs geschlossener Integrationswege. 


Der Integrationsweg geht durch einen singulären Punkt. 

Von jetzt ab sei (£>(z) eine Function von z=x-f-iy 
im Sinne Riemann’s, d. i. eine Function, welche x 
und y nur in dieser Verbindung enthält. Sie besitze an 
der Stelle z =a einen singulären Punkt irgend welcher 
Art, sei aber im Uebrigen bestimmt, endlich, eindeutig 
und stetig, nicht nur auf der durch z = a hindurchfüh- 
renden geschlossenen Linie L selbst, sondern auch in 
dem durch diese begrenzten Stück (L) der z-Fläche. 

Die Linie L zerlegen wir in zwei Theile L' und L", 
von denen U zuerst durchlaufen wird, wenn man das 
Flächenstück (L) von z =a bis z=z Q in der positiven 
Begrenzungsrichtung, d.i. (L) zur Linken, umkreist: L" 
bildet dann den zweiten Theil dieses Weges von z=z 0 bis 
z=a zurück. Um den Mittelpunkt z —a sei ein unend- 
lich kleiner Kreis gezogen, welcher die Linien L' und 
L" beziehungsweise in den Punkten z' und z" trifft und 
dessen innerhalb (L) liegender Bogen durch L"' be- 
zeichnet werden möge. Die Richtungswinkel der Radien 
^ und TiF* seien beziehungsweise p' und p", die abso- 
lute Länge derselben aber =c. Bezeichnet man endlich 
noch die beziehungsweise längs L' und L " von z 0 bis 
z' und von z 0 bis z" genommenen Integrale 


§. 8 . 



so ist nach Riem an n 
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das Integral der rechten Seite längs L"' genommen; 
denn die Integrationswege dieser Integrale enthalten we- 
der einen singulären Punkt von (p(z ), noch umschliessen 
sie einen solchen. 

Lassen wir jetzt den Radius c des um a gezogenen 
Kreises sich der Null nähern, so wird 


Lim.(Z"— Z') 



d. i. gleich dem in der positiven Begrenzungsrichtung 
von (L) genommenen ganzen Begrenzungsintegral. Für 


ß 


r ?// 

,(£00dz können wir aber auch i .J ,(* — a ) <P( z )dp set- 
zen, weil wegen des längs L'" constanten Moduls c 
von z — a= ce>e 



ist. — Daher der 


Lehrsatz. 


Integrirt man längs einer geschlossenen Linie L in der 
positiven Begrenzungsrichtung des eingeschlossenen Flä- 
chenstücks (L), so ist, wenn ausser der Stelle z = a des 
Weges L weder in diesem noch in (L) ein singulärer 
Punkt der monogenen Function (p(z) vorkommt , 

® i Cp(z)dz=i . Lim. fj (*— «) ‘p c*) d p- 

g bedeutet hier den Richtung sivinkel des von z—a aus- 
gehenden Radius eines Kreises z — ar^ce 1 ?, g 4 und g 44 
die Werthe , bei denen der Punkt z, die Peripherie in 
der positiven Richtung durchlaufend , die Fläche (L) be- 
ziehungsweise betritt oder verlässt, 

J)er Grenzwerth ist in der Weise zu ermitteln, dass 


N 
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man nach der Integration den Radius C verschwinden 
lasst. 

Zusatz I. 

Ist auf allen , aus dem Innern des Flächenstücks (L) 

kommenden Graden constant 

Lim* (z — a) (p( z)=C, 
z = a 

oder auch auf einzelnen dieser Richtungen um eine end- 
liche Grösse von C verschieden, so erlangt das Begren- 
zungsinlegral den Werth 



Zusatz II. 


Hat der Integrationsweg feste Endpunkte , oder ist 
er eitle geschlossene Linie , so ändert man den Werth 
des Integrals durch seitliche Verschiebung jenes in sin- 
guläre Punkte a. hinein nicht , wenn auf allen , aus dem 
Innern des überstrichenen Flächenstücks kommenden Rich- 
tungen 

Lim. (z — a) (p(z)=o 
z — a 
ist . 

Der letzte Zusatz bietet eine Ergänzung zu den 
Sätzen Riem an ns über die Verschiebung des Integra- 
tionsweges und ist deshalb richtig, weil die Auffassung 
gestattet ist, als habe man in den Integrationsweg eine 
Strecke eingeschaltet, auf welcher, für sich allein ge- 
nommen, das Integral verschwindet. (Zus. I.) 

Wegen des Vergleichs mit dem Früheren verdient 
es bemerkt zu werden, dass nach unserm Satze die In- 
tegrale, deren Integrationswege durch singuläre Punkte 
hindurchführen, endlich bleiben, wenn die integrirten 
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Functionen in diesen nur nicht von einer höheren Ord- 
nung, als der ersten, unendlich werden; denn dann 
bleibt in (1) die rechte Seite zweifellos endlich, mithin 
auch jedes Integral nach Einschaltung des Weges L, 
wenn es vorher endlich war. Die Integrale verhalten 
sich also beim Durchgänge des Integrationsweges durch, 
einen singulären Punkt anders, als wenn er in einem 
solchen endigt. 

Z. B. bleiben die Integrale der Functionen — und 

jjj* beim Durchgänge des Integrationsweges durch den 
Punkt z=o beide endlich, während beide, beziehungs- 
weise wie lz und l 2 z, unendliche Werthe erhalten, wenn 
der Weg in diesem Punkte endigt. Das Integral der 
zweiten Function erleidet dabei auch keine Werthver- 
Underung gegen andere Wege, welche bei z=o vorbei- 
füliren, weil sie von einer niedrigeren Ordnung, als der 
ersten, an dieser Stelle unendlich wird (Zus. II); das 
erste dagegen, welches von der ersten Ordnung unend- 
lich wird, vergrössert sich um 19, wenn 9 den Contin- 
gentswinkel des Integrationsweges im Punkte z=o be- 
zeichnet (Zus. I). — Dass diese Vorhersagungen durch 
die entwickelten Werthe der Integrale Bestätigung fin- 
den, zeigt sich ohne Schwierigkeit, weil 

lz" — lz'=l (ce>?") — 1 (ce'?')=i (?" — pO > 


IV' — IV = 1 (lc-f- ip") — l(lc+ipO = 1 (1+i 



also 

Lim . (lz" — lz') = i( p" — £>'), Lim .(1 V' — 1 2 z') = o 
c=o c=o 

ist. Das Unendliche zu beiden Seiten des Punktes z=o 
hat sich hier aufgehoben. 
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§.9. 

Der Integrationsweg umschliesst einen singulären Punkt. 


Schlingt man eine in sich selbst zurücklaufeiule Li- 
nie $8 um den singulären Punkt z =a der Function <J>(z) 
m mal herum, bis ihre beiden Endschleifen in dem 
Punkte z=z 0 zusammenstossen , belasst d'apn den äus- 
seren Theil L derselben in seiner zufällig erlangten 
Lage, während man den inneren Theil in eine von 
z=z 0 bis z=z' führende und daher doppelte Linie L 4 
und in eine m-fache Kreislinie St mit dem Mittelpunkte 
z=a zusammenzieht, so ist nach Riemann 

f p(z) dz=o, 

Jiö 

das Integral längs der ganzen Linie 83 genommen, wenn 
nur, was vorausgesetzt wird, in dem von 83 begrenzten 
Flächenstück (83) kein singulärer Punkt der Function 
(p(z) liegt. (Dass der Punkt z=a hierdurch weder in §8 
noch in (83) aufgenommen ist, braucht wohl kaum erst 
erwähnt zu werden.) 

Bezeichnet man nun, um in dem obigen Integrale 
die längs L, L 4 und St erlangten Werthe von einander 
zu sondern, durch 5(z) die Grösse, um welche (p( z) 
wächst, wenn man nach m positiven*) Umläufen um 
z=a innerhalb des Flächenstücks (83) in einen Punkt z 
der Linie L 4 zurückkehrt, so ist die Summe der beiden 
in positiver Begrenzungsrichtiing längs L' genommenen 
Integrale 

= j%(7.)d,, 


*) d. h, in der Richtung der wachsenden Winkel. 

3 
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weil in ihnen die Elemente dz bei gleichem absoluten 


Richtung der positiven Umläufe um a mit der positiven 
Begrenzungsrichtung von (33) längs L zusammenfällt, 
so ist im Besondern ) der Werth, mit welchem (p(z) 
längs L von z=z 0 ausgeht, um nach m Umläufen um 
i.—(x in i=7 v mit dem Werthe zurück zu 

gelangen. 

Längs des Weges 5t , des in der Richtung der ab- 
nehmenden Winkel q durchlaufenen Kreises z — a=ce'?» 
wird der Werth des Integrals 


weil <£>(z) in diesen Weg mit dem Werthe (f) (z') 5 (z') 


setzen ; denn es ist offenbar gleichgültig , in welchem 


wieder annimmt, so dass sie, als eine monogene Func- 
tion (Functiop von x-)-iy im Sinne Riem an ns), von 
(3=2m7r bis dieselben Werthe besitzt, wie von 

(?=o bis q = $*. 

Die ausgeführte Zerlegung des ganzen längs 83 ge- 
nommenen Begrenzungsintegrals ergiebt daher: 


und, wenn man den Radius c des Kreises 5f sich der 
Null nähern lässt: 


Werthe entgegengesetzte Vorzeichen haben. — Da die 



eintritt und ihn mit dem Werthe (£(z') verlässt. Für 
diesen Ausdruck darf man unter gewissen Umständen 
auch 



Punkte der Kreislinie 5t man zu integriren beginnt, 

i 

wenn (f)(z) nach m Umläufen den Anfangswerth (p( z') 



Q > — |— 2m TT 
- (*- 
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Diese einen besondern Fall der Gleichung (1) des 
§. 8 darstellenden Gleichungen geben durch fortgesetzte 
Besonderung eine lange Reihe von wichtigen Sätzen, 
welche theils durch Riemann und andere Auctoren 
bekannt geworden sind, theils zur Seite unsers Weges 
liegen. Wir können es uns jedoch nicht versagen, eine 
bemerk enswerthe Beziehung zu Früherem festzustellen« 
und einen, obw r ohl bekannten Satz abzuleiten, welcher 
die Grundlage des nächsten Abschnitts bildet. 

In Ansehung des Ersteren beachte man zunächst, 
dass das erste Integral der rechten Seite der Gleichung 
(2) einen bestimmten endlichen Werth besitzt, weil der 
endliche Integrationsweg keinen singulären Punkt von 
(p(z) enthält. Daher verhält sich das zweite Integral der 
rechten Seite, dessen Integrationsweg in dem singulären 
Punkte z =a endigt, in Betreff der Endlichkeit genauso, 
wie die linke Seite. Sei nim f(z) eine Function, welche 
nach m Umläufen um z =<x ihren ursprünglichen Werth 
wieder annimmt , und <£)( z) = 1 (z — a) f(z) , so wird S(z) 
=2imri . f(z), weshalb die Endlichkeit des Integrals 


endlich ist. Dieses Resultat stimmt aber mit denen des 
§. 3 völlig überein, weil die über f(z) gemachte Vor- 
aussetzung es involvirt, dass f(a) nur von einer ganzen 
oder gebrochenen Ordnung unendlich sein kann; weshalb 



davon abhängt, ob 


2mir 


Lim. 


(z — a) 1 (z — a) f (z) d(p 
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Lim.(z — «)l(z — a)f(z) unendlich ist, wenn es nicht zu- 
gleich mit Lim.(z — a) fl (i — a)] f (z) für s verschwin- 

det. Wegen des Nachweises der Uebereinstimmung bei- 
der Voraussetzungen dürfen wir auf die bekannte und 
einfache Deduction Riemann’s verweisen.— Uebrigens 
konnte man auch umgekehrt aus der Nothwendigkeit 
der Uebereinstimmung beider Kriterien für die Endlich- 


keit von f(z)dz auf jene Eigenschaft von f(z) sehlies- 
sen. 

Was den erwähnten Satz angeht, so setze man t 


Bedeutet dann Q(z) eine Function, welche in der 
Linie L und in dem von ihr eingeschlossenen Fläehen- 
stück (in welchem t liegt) überall endlich, eiudeutig 


Aus der so eben entwickelten Relation (3) leitet Rie- 
mann durch Differentiation nach der unabhängigen Ver- 
änderlichen t ab : 


eine Identität, welche wir ebenfalls benutzen werden. 



7 ^ 

für a und ■ — — für (p(z ) in Gleichung (2) ein. 

Z t 


und stetig ist, so erhält man für m = l 



denn es wird 5(z)=o, und die linke Seite 

=i.Lim. i)(z)d£=2 7ri.<f>(t). 
z=t 
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Oie Taylor’sclic und die Fouricr’sche Reihe. 

§• 10 . 

Convergenz der Taylor'sclicn Reihe auf der Convergenzgrcnze. 


Man erhalt bekanntlich die Reihe Taylors 

<P (a) = (a-t) . (a-t)’-^ + ... 

und erweist zugleich ilire Convergenz für alle Punkte z=a 
innerhalb einer Kreisfläche, welche um z=t mit dem 
Abstande des diesem Mittelpunkte zunächst liegenden 
singulären Punktes als Radius beschrieben ist, wenn 
man in der Gleichung (3) des vorigen § a für t schreibt, 

dann unter dem Integralzeichen— ij- in die, unter Vor- 

Z (l 


aussetzung der Scala mod. (a — t) < mod. r (/. — t) 
vergirende, geometrische Reihe 



COü- 


entwickelt und schliesslich, nachdem die erhaltene Reihe 
gliedweise integrirt ist, aus der Gleichung (4) des vo- 
rigen § substituirt. 

Der bei diesem Verfahren nöthige Nachweis, dass 
man die unendliche Reihe gliedweise integriren darf, ist 
von Briot und Bouquet ( Theorie des fonctions dou- 
blcment periodUjues etc.) geführt worden, so dass die 
Strenge der Ableitung in keiner Weise bemängelt wer- 
den kann. Man entgeht jedoch der Noth wendigkeit die- 
ses Nachweises, wenn man in der aus (3) hervorgeheu- 
den Gleichung 
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(1) 2ffi .e (a)= j^i 

zunächst nur den ohne Einschränkung geltenden Werth 

• , 1_ /a— ty 

+ z— a\z— t ) 

einführt. Nachdem dieses geschehen, darf man nehmlich 
die entstandene Reihe gliedweise integriren, weil die 
Anzahl n-)-l der Glieder endlich ist. Man erhält auf 
diese Weise, ohne schon eine besondere Bestimmung 
über den Integrationsweg L getroffen zu haben, ausser 
dass er die beiden Punkte z=a und z=t umschliesse, 
wenn man noch der Kürze wegen 

A = Q(t)+(a-t) . . . 

-H a V ( n — 1)! 

setzt, die Relation 

(2) »(«>=a,+^, J L (Ö)' 

in welcher das den Rest der Reihe ausdrückende Integral 
für n=oo verschwindet, wenn der Abstand des Punktes a 
von t kleiner ist , als die Entfernung des zunächst bei t lie- 
genden singulären Punktes von demselben Punkte. Denn 
man braucht der Linie L nur die Gestalt eines Kreises 
um t zu geben, dessen Radius die Grösse mod. (a — t) 

beliebig wenig übersteigt, um Lim. = o zu er- 

halten. 

Verstehen wir, wie es Gebrauch ist, unter der Co n- 
vergenzgrenze einen um den Mittelpunkt z=t mit 


x 
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so grossem Radius beschriebenen Kreis St, dass er durch 
einen oder mehr singuläre Punkte a der Function Q(z) 
hindurchgeht, während seine Fläche (St) von solchen 
Punkten frei bleibt, so lassen sich Fälle angeben, in 
denen das Restintegral der Gleichung (2) auch dann 
noch verschwindet, wenn der Punkt a in der Conver- 

t * 

genzgrenze liegt. Die Gleichungen (1) dieses § und (2) 
des vorigen, mithin auch obige Gleichung (2), verlieren 
nehmlieh nach §. 8. Zus. II. ihre Gültigkeit nicht, w r enn 
man den Integrationsw'eg L überall über die Fläche (Ä) 
hinausschiebt mit Ausnahme der Punkte a , in deren 
unmittelbaren Nähe L und St zusammenfallen sollen ; je- 
doch nur unter der Voraussetzung, dass aus dem In- 
nern der Fläche (St) auf allen Richtungen Lim.(x — a)(p(z) 

• Z = rt 

=o sei. Hierbei darf auch a nicht mit einem der Punkte 
a zusammenfallen, weil sonst die Gleichung (1) nicht 
Statt hätte (§. 8). 

Nachdem diese Anordnungen getroffen sind, ergiebt 
sich sofort, dass alle Elemente des Restintegrals für 
n=» verschwinden. Denn, wo L und St sich nicht 


den Werth 1 nicht erreicht ; und auf den unendlich klei- 
nen Strecken, welche den Moduln von a — t und z— t 
gleiche Werthe ertheilen, reducirt sich das Integral auf 
je zwei Elemente von der Form 


decken, ist überall 


L^(i=r) 


weil mod 


(S) 


+Lim. (t ~ n) ^ , 

z=a Vi-ty z-a 

welche wegen der Voraussetzung Lim. (z — a)(p(i)=o für 

z = « 

jedes endliche und unendliche n ebenfalls verschwinden. 


10 


Mithin ist auch in diesem Falle das endliche und be- 
stimmte (p(a)=Lim. A n . 


Es kann nun noch gefragt werden, welchen Werth 
die Reihe A n annimmt, wenn a mit einem der Punkte 
a zusammenfällt. Zum Zwecke der Beantwortung dieser 
Frage denken wir uns die Reihe A„ als gegeben, sub- 
stituiren in ihr aus den Gleichungen (3) und (4) des 
vorigen § unter Benutzung des zuletzt festgestellten In- 
tegrationsweges — was wegen des Grenzwerthes 
Lim.(z — a)(p( z)=o geschehen darf — und erhalten auf 
diese Weise 


Es kommt jetzt darauf au, den Werth der rechten 
Seite für unendlich grosse n zu bestimmen. 


weit auszudehnen, wollen wir uns auf den wichtigsten 
der hier in Frage kommenden Fälle beschränken, nehm- 
lich den, dass die Function Cp(z) auf allen, aus der Flä- 
che des Convergenzkreises kommenden Richtungen im 
Punkte z = a = a denselben endlichen Werth (f)(a) er- 
langt. Wir berücksichtigen also nicht nur die blossen Ver- 
zweigungspunkte, sondern auch diejenigen, in denen 
Q(z) einen Sprung macht, wenn man aus der Fläche 
des Convergenzkreises heraustritt. 

Unter dieser Voraussetzung ist nach §. 8 Zus. I 


weil die dort (/' — q* genannte Differenz den Werth t 
hat und das dortige C=(f>(a) wird. 


n=oo 


(3) 



Um jedocli den Raum dieser Abhandlung nicht zu 
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Von dem Integral 


Ir (~ — verschwinden 
Jl \z— ty z— a 


aus den oben ausführlich dargelegten Gründen für n =oo 
alle Elemente, nur nicht diejenigen in der unmittelbaren 
Nähe des Punktes z = a = a, wo der Weg L mit dem 

Convergenzkreise zusammenfällt, und Lim. ft z 

= Cp( a) ist. Dasselbe würde aber auch der Fall sein, 
wenn constant (p(z)=(p(a) wäre, weshalb das obige In- 


gral sich nicht von Cp (a) . u unterscheidet. 

Es hat daher für ein unendlich grosses n auch denselben 

Werth, wie0(a). I wo der ganze Integra- 

— ty z — a 


tionsweg L auf den Convergenzkreis Ä zurückgezogen 
ist. 

Der Werth des letzten Integrals ist aber leicht zu 
entwickeln. Bezeichnet man nehmlich den Ablenkungs- 
winkel des Radius tz gegen den Radius Ü durch <9, so 
wird 


a — t 
z — t 
mithin 



z — a=(a — t) (e»s — 1), 


dz 

z — a 


id3 , 
1— e~* 



f2x Q-inSdB 
1 • Jo 1-e-ia 


ITC. 


Substituirt man die erhaltenen Werthe in (3), so er- 
hält man als Resultat: 

2xi . Lim. A n = 2iri. <?(a). 

Wird (p(z) im Punkte z=a=a unendlich gross, so 
ist es übrigens leicht zu übersehen, dass das Integral 
der Gleichung (3) ebenfalls unendlich gross werden muss, 
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da sehon die «o eben angestellten Betrachtungen darauf 
führen. Unaufgeklärt bliebe mithin das Verhalten der 
Reihe nur für die Punkte > in denen (p(z ) auf dem Con- 
vergenzkreise einen Sprung macht öder auf andere Weise 
unbestimmt wird. 

Fasst man aber das wirklich Abgeleitete zusammen, 
so kann man es in folgender Weise aussprechen. 


Lehrsatz. 

Die Taylor sehe Reihe 

<p (t) + (a-t) + (a-t)* + 


convergirt zu dem Werthe (p(a) nicht nur für alle in der 
Fläche des Convergenzkreiscs liegenden Punkte , sondern, 
wenn bei allen singulären Punkten z=a der Qonvergenz- 
grenze auf allen aus dem Innern seiner Fläche kommen- 
den Richtungen 

Lim. (z — a) <f>( z) = 0 

ist , auch für alle Punkte z = a der Convergenzgrenze 
selbst , in denen (p (z) auf jenen Richtungen denselben 

' l ' 

endlichen und bestimmten Werth (p(a) erlangt . 

Beispiele. 

L Die Binomialreihe 

j* 

(l+z)« = !+(',) *'+({> * 2 + (»V+ — 

gilt, wenn s 0 ist, für alle Werthe von z mit dem Mo- 
dul 1, weil die Funktion <f)(z) = (l-[-z) 8 sich auf dem 
Convergenzkreise (im Punkte z= — 1) nur verzweigt, 
ohne unendlich oder unbestimmt zu werden. 

Ist 0 ^ > — L so convergirt die Reihe ebenfalls 
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für alle jene Wertlie von z, nur nicht für z= — 1 ; denn 

es ist Lim.(z— a)(p(z)=Lim. = o. 

z=a z=: — 1 

II. Die Reihe 

Are tng z = z — Jz 3 -f- Jz s — yz 7 + ••• .« > 

convergirt für alle Werthe von z mit dem Modul 1, aus- 
genommen z ~ -j~ i und z — — i, weil auf dem um z = o 
mit dem Radius 1 gezogenen Convergenzkreise nur Un- 
endlichkeitspunkte, nehmlich z = -fi und z = — i, mit 

solchen Functions werthen liegen, dass Lim. (zipi)Arctng z 

i=±i 

= Lim, (z Zf i) i 1 = o ist. 

2i 1 — iz 

III. Ebenso ist 

1(1+ z) — z — Jz 2 -|-£ z 3 — f z 4 -J- ► . - . 

für jedes z mit dem Modul 1 , ausgenommen z — — 1 ; 

denn man hat Lim. (z + 1) 1 (z + 1) = o. 
z= — 1 


§. 11 . 


Die Reihe Fouriers. 

Es ist im. vorigen § nachgewiesen worden, dass der 
Rest der unendlichen Reihe 



verschwindet, wenn z bei der Integration auf dem mit 
mod. (a — t) als Radius um den Mittelpunkt t gezoge- 
neh Kreise St bleibt, dieser in seiner Fläche keine sin- 
gulären Punkte von (p ( z ) enthält und durchs keine sin- 
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gulären Punkto kindurckgeht, in denen (p(z) von der 
ersten oder einer höheren Ordnung unendlich wird, <J>(a) 
aber einen bestimmten endlichen Werth besitzt. 

Durch die Substitution aus den Gleichungen (3) und 
(4) des §. 9. verwandelte sich die obige Reihe in die 
nach Taylor benannte; durch eine andere Substitution 
leitet man aus ihr die Reihe Fouriers ab, wie jetzt 
gezeigt werden soll. 

Bezeichnet man nehmlich den Radius des Kreises 
jt durch r, so ist dieser auf dem Integrationswege Jt 
constant, folglich, wenn man noch 

(a — t) = rete , (z — t) = re*? 

setzt : 


dz . , /a — 1\>* dz 
z-t = ld ?’ (i=0 z~ 


= i e in (^ — e) dp. 


Sondert man ferner in der Function Cp (z)=<p (t+roi e) 
das Reelle vom Imaginären, so erhält man 

<P(z)=f(p)-Hfx (p), <f>(a) = f(*)+ifi(*)> 
mithin aus obiger Reihe: 


27T. [f^ + ifxWJ 




n = oo 
=S 2 
n = o 


n = oo 
= 2 
n = o 


n = qo 

+i. 2 

n = o 


2 * 


[f(p)+ if«(p)]e^-p) dp 


Jo 


2ir 


[ f(p) cos n (p — 9) + f t (p) sin n(p — 3) ] dp 


Jo 


2 x 


[f x(p) cos n (p — 2) — f (p) siu n (p— £) ] dp . 
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Hieraus folgt durch Sonderung des Reellen, vom 
Imaginären : 

n=oo f 2 ' 

2ir. f(5) = 2 I [%) cos n(p - $) +f,(p) sin n(p— 9)] dp 
n= o ! 


C 2x 

n 5 J 0 Mp) C0S n ?+ f «(?) sin ö ?] d P| 

n = o f^j-sin jf [f(p)sin np— f, (p)cpsnp] dp 


n= oc| cos 
= 2 


n = oo ■ 2 ' 

= 2 I [f z (p)cosn(p— 2 )— f (p)sinn(p — 5)] dp 
n = o 


n— oo 1 cos 
= 2 


n 2 f[f l( p)eos np — f(p)sin np] dp } 

ZI p- [ 

n — 0 ( +sinn5 I [f l (p)smnp+f(p)cosnp]dpj 
oder, wenn man der Kürze wegen 

|*2x 

Al1 = J o l f ^ C0Sll ? + f »(p) 8ilin P] d ?» 

B n = I [f(p)sinnp — f,(p)cosnp]dp 


setzt : 

(1.) 2tt f(^) 


n— oo f 
= * 1 A n 
u=o [ 


cos n-9 -f" B» sin n2 


} 


n=oo r ^ 

(2.) 2tt f, (2) = 2 -j — Bn cos n£ -f An sin n2 >. 


I 
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Nachdem auf diese Weise die Form und die Con- 
vergenz der letzten Reihen festgestellt ist, kann man die 
Ausdrücke für die Constanten auf bekannte Weise ver- 
einfachen, indem man die eine der beiden Reihen, z. B, 
die erste, zunächst mit cosn£, dann auch mit sinn5, 
multiplicirt und beide Male zwischen den Grenzen 5=o 
und integrirt. Hierdurch erghebt sich, weil das 

Resultat der Integration rechts bei allen übrigen Glie- 
dern = o wird, 

f(5)d5 = Ao 

2p(S)eosnSdS = A„, 2 J>> sin n5 = B n . 

Der hier nicht bestimmte Werth von B 0 ergiebt sich 
aus der Reihe für f t (iO> aus welcher folgt: 

(^)d^ = — B 0 ; 

ein Werth, welcher übrigens für die Reihe (1) ohne Be- 
lang ist, weil in ihr das entsprechende Glied wegen des 
Factors sin o5 = o verschwindet. 

Dass die Reihe (1) die wichtige Eigenschaft der 
* Fourier’schen Reihe wirklich besitzt, alle willkürlich, 
ohne die Bedingung des stetigen Uebergangs, gewählten 
Werthe der Junetion f(3) darzustellen, erhellt auf der 
Stelle aus einem von Ri e mann bewiesenen Satze. Nach 
diesem giebt es nehmlich immer eine Function <p( z) von 
z = x-j-iy, welche in der Fläche des Kreises & überall 
eindeutig, endlich und stetig ist, auf dessen Peripherie 
aber ihr reeller Theil f(5) willkürlich gewählte Werthe 
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annimmt, wobei Unstetigkeiten jeder Art gestattet 
sind. 

Da die Function <p{z) erst dann völlig bestimmt ist, 
wenn man ihrem imaginären Theile an irgend einer 
Stelle der Fläche oder der Peripherie des Kreises St 
einen ebenfalls willkürlich gewählten Werth ertheilthat, 
so erkennt man hierin den Grund, weshalb die für die 
Reibe (2) wichtige Constante Bq aus (1) nicht berechnet 
werden konnte. 

Um den Raum dieser Abhandlung nicht zu weit . 
auszudehnen, brechen wir hier ab. Es möge nur noch 

gestattet sein, anzumerken, was an einer andern Stelle 

«. . . . . \ 

entwickelt werden soll,' dass die Unstetigkeiten der Func- 
tion f (5) dennoch einer Beschränkung unterworfen wer- 
den müssen, wenn die Fourier sehe Reihe convergiren 
soll. Denn die Taylor’sche Reihe für (p(a), von deren 
Convergenz die ihrige abhängt, convergirt auf der Con- 
vergenzgrenze nicht mehr, wenn (£)(z) auf derselben von 
der ersten oder von einer höheren Ordnung unendlich 
wird. 

An einem Beispiele überzeugt man sich übrigens 
leicht von der Richtigkeit dieser Behauptung. 
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Berichtigungen. 


S. 4 Z. 18 lies d.l¥(z) für d.l¥. 

„ 15 „ 15 „ Lim. l n ~H z für Lim. (l»-4-^z. 

„ 15 „ 23 „ Lim. zl-W*<£>(z) für Jf^zt+^z). 

z=oo 

„ 30 „ 23 „ ce»e für ce 1 ’? 
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